Correction du devoir surveillé n°3

Autour de la fonction sinus hyperbolique

Partie I : Bijection

1. La fonction sh est strictement croissante et continue sur R. Donc sh réalise une bijection de R dans
lim sh(z); lim sh(z)| =] — 0o; +o0[= R.
T——00

T—-+00

2. Tableau de variation de sh™' :

x —0o0 “+00

sh™!(x) /

—0o0

“+00

.

4. La bijection sh est dérivable de dérivée ch. De plus, ch ne s’annule jamais.
Donc sh™! est dérivable sur R et Vz € R,

~1y/() 1 _ 1 _ 1 _ 1
T T T aeh @) ) 1 Ve

5. Soient z,y € R.

T

sh(z) =y < e —e”
= e* —2e* —1=0

Résolvons : X2 —2yX —1=0. A = 4(y* + 1). Donc les solutions sont y + /4% + 1.

sh(z) =y = e =y’ +1 = =yt '+l r=lly+yy?+1)

Conclusion : Yy € R,sh™(y) = In(y + v»2 + 1).
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6. Soit y € R,

1 =
Y ) = 2 =

Syt VEE+ LD VPl

Partie II : Etude d’une suite définie par récurrence
Soit (uy,)nen la suite définie par la relation de récurrence u, 1 = sh(u,) pour tout n € N.

1. La fonction g : z — sh(z) — x est dérivable de dérivée ¢’ : x — ch(z) — 1 positive. De plus, la dérivée
s’annule uniquement en 0, donc ¢ est strictement croissante. Comme ¢(0) = 0, g est strictement
négative sur R* et g est strictement positive sur R? .

U > Ug Si ug >0

2. On a u; — ug = g(up). Donc ¢ u; = g si ug =0

up < Ug Si ug < 0

croissante si ug > 0
3. La fonction sh est croissante. On montre facilement par récurrence que (u,,) est < constante si ug = 0

décroissante si ug < 0

4. D’apres le théoréme de la limite monotone, (u,) admet une limite qui vaut 0 quand ug = 0. Si uy > 0,
alors (u,,) tend vers [ € [ug; +oo[U{+00}. Or, si par 'absurde [ est finie, alors [ est un point fixe de
f (car f est continue) et donc [ est un zéro de g i.e. [ = 0. Absurde.
Conclusion : (u,) diverge vers 400 si ug > 0.
De la méme maniére, on montre que (u,,) diverge vers —oo lorsque uy < 0.

Partie III : Une famille de matrices

Pour tout x € R, on pose la matrice suivante : M, = (

ch(x) sh(x))
sh(z) ch(z))

1. MO = [2.
2. Soient = et y € R.

MM, — <Ch(x) ch(y) + sh(z)sh(y) sh(z Chgy) + Ch(a:)sh(y)> _ <ch(x +vy) sh(z+y)

)
— M,
sh(z) ch(y) + ch(x)sh(y) ch(x)ch(y) + sh(z)sh(y) sh(z +y) ch(zx+y) v
3. Soit x € R. MyM_, = M_,M, = My = I,. Donc la matrice M, est inversible et (M,)™! = M_,.

4. Par récurrence immédiate, pour tout n € N et tout =z € R, (M,)" = M,,.

11 1 -1 ) e’ e’
5. Notons A = 11 etB_<_1 1 .Smt:cG]R.Mm_?A—i— 5

donc d’apres le bindéme de Newton, pour tout n € N*,

" n\ set N\F e \"F e’ \" e \" e e
M) = —A B = —A B|] =—A"4+ —B".
(M) ,%(k)(Q ) (2 ) ABo(Q >+<2 ) on +2n

Or A" = 2"A et B" = 2"B, d'ott (M,)" = " A + e "B = M,,.

B.Deplus AB = BA = 0_4,w),

Partie IV : Une équation différentielle
On considere ’équation différentielle (E) : sh(x)y’ — ch(x)y = sh(z).
1. Les fonctions considérées sont continues sur les intervalles donnés, donc d’apres le théoreme fonda-
mental de I’analyse, elles admettent des primitives.

(a) Une primitive de f: 2 — zﬁgg sur R% est F': 2 +— In(sh(z)).

(b) Pour tout z €]1;+00[, '~ = 3 (ﬁ — x—h) donc une primitive de g : z — —'= sur ]1;400]

est Gz 3 (In(z — 1) — In(z + 1))
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( y sur R% est z — 7dt
S xT t

A T’aide du changement de variable € sulvant u = e on obtient pour z € RY,

I ar=2 " ar=a [T = olc:

T 1
sur RY est H : o — 2G(e") =In (e >

(¢) Une primitive de h : z —

Donc une primitive de h : x — h( )

2. Résolution de I’équation différentielle.

(a) Sur R, I'équation différentielle peut s’écrire (E) : y' — Shgxgy =1 sur RY.

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients continus.

Résolution de 1’équation homogene : (Ey) : 3y — zﬁggy =0.
Su(R%) = {z +— AeCh@) = Ash(z), A € R}

Recherche d’une solution particuliere : Nous allons utiliser la méthode de la variation de la
constante i.e. nous allons chercher une solution particuliere de la forme y, : x — A(x)sh(z) avec
Ae €' (R%,R). On ay, € €' (R}, R) et o, : 2 — N(z)sh(z) + A(z) ch(z).

D’ott y, sol. de (E) si et seulement si pour tout z € R, XN (z) =

1
sh(z) "

e’ —1
On a déja trouvé une primitive de h : z — Sh%x) sur R} quiest H : 2z~ In ( n 1).
el‘

Donc, y, : x»—>ln( =11

) sh(x) est une solution particuliere de (E£).

Conclusion : S(R*) = {z + In (

1) (A +sh(z)), A € R}.
(b) A l'aide d'un raisonnement analogue, on trouve : S(R*) = {2 — In ( l+1) (i +sh(z)), u € R}

sh(z) __ sh(xz)—sh(0) _
(c) On a = T ch’(0) = 1.

(d) Par l'absurde, supposons que (£) admette une solution y sur R. Alors y(0) = 0 et il existe
A € R tel que pour tout z € R* | y(x) = 111( ) (A +sh(z)). Si A # 0, y(x) — +oo ce qui
T—

ert+1

est impossible car y est continue en 0. Donc pour tout z € R%, y(z) = In (EZH) sh(z). On a

% =In (2::) 2 ix) x;i —00 ce qui est impossible car y est dérivable en 0.

Conclusion : S(R) = 0.

Partie V : Egalité de deux fonctions

1. (a) La fonction Arctan est définie sur R donc la fonction f est définie sur le méme ensemble que
sh, c’est-a-dire R. Elle est dérivable comme composée de fonctions dérivables et

1 ch(z) 1

vz eR, f'(z) = 21 +sh(z)  2ch(x)

La fonction Arctan est définie sur R donc la fonction g est définie sur le méme ensemble que

1_7_7(3}1, c’est-a-dire R. Elle est dérivable comme composée de fonctions dérivables et
VreR, ¢(z) — ch(z)(1 + ch(z)) —2 sh?(x ) 1 2
(14 ch(z)) JENETE
ch(z) +1 (1+ ch(x))? B ch(z) + 1
(1+ch(2))? (1 + ch(2))? +sh?(z) 1+ 2ch(x) + ch*(2) + sh*(x)
ch(z) +1 _ ch(m)+1 1

ch?(z) — sh®(z) + 2ch(z) + ch®(z) + sh®(z)  2ch?®(z) + 2ch(z)  2ch(x)
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(b) La fonction f — g a une donc dérivée nulle donc elle est constante sur R.
Or, (f —¢)(0) =0—0donc f =g sur R.

2. (a) Soit z € R. 2f(z) = Arctan(sh(z)) € }—g; g[ donc on peut calculer tan(2f(x)).

Etudions la fonction A : x M
1 + ch(x)
1
h est dérivable sur R et Vo € R, I/ (z) = 1T () >0
ch(x
l1+e 2 . .
De plus, Vz € R, h(z) = T er—— d(;Tnc Il_l)I_{loo h(:;:r) =1let ;;Tl—1>r—noo h(z) = ;1.
Finalement, Vo € R, —1 < h(z) < 1 d’ou -1 < g(z) < 1 d’ou —5 < 2g(z) < 5 donc on peut
calculer tan(2g(z)) pour tout x € R.
Soit € R. On a : tan(2f(x)) = sh(x) et
2 tan(g(x))
tan(2 =
W) = T an(g(a)
2sh(z) 1 _ 2sh(z) .(1 + ch(x))? _ sh(x)
1 +ch(z)q _ (1112(}136&))2 1+ ch(z) 2+ 2ch(x)

Finalement, Vz € R, tan(2f(z)) = tan(2g(z)).

2
(b) On a vu que Vz € R, (2f(x),2¢(x)) € }—g; g[ donc en composant par la fonction Arctan, on
a bien que f = g sur R.

Partie VI : Etude d’une suite définie explicitement

np 1
Soit p € N* et n € [2; +oo[, on pose u, = > sh (k)
k=n

—1
1. (a) La fonctions sh est une bijection de R dans R donc il existe un unique réel « tel que sh(a) = 5

donc tel que 2sh(a) +1 = 0.

(b) La fonction u est dérivable sur R comme produit puis somme de fonctions dérivables sur R et
Vo € R, u/(x) = ch(z)(2sh(x) + 1).
La fonction u est décroissante sur | —o0o; ] et croissante sur [a; +00] et u(a) = ch?(a) +sh(a) =

1 1 3
1+ sh®*(a) +sh(a) =1+ 1°3-1 > 0. On en déduit donc que Vz € R, u(z) > 0.

(¢) La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R et
Vr € R, f'(z) = ch(z)e@® —1
Pour le signe, on a besoin de dérivée une seconde fois. La fonction f’ est dérivable sur sur R et
Vo € R, f"(z) = ch?(2)e™™ 4 sh(z)e™® = u(x)e™ > 0

La fonction f’ est croissante sur R et f’(0) = 0 donc la fonction f est décroissante sur | — oo; 0]
et croissante sur [0; +00.

(d) On démontre chacune des inégalités séparément.
Vi €]0;1], £(0) < £(r) done 0 < &™) — 1 done 1+ < &™)

Pour la seconde,

1
Vo €]0;1[, f(—x) > f(0) donc e £ 2 —1>0donc e™® >1— 2 donc e"® T
-
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2. (a) On peut composer par In dans les inégalités précédentes. Pour tout k € [n;np], on obtient :

1 1 1
) <sh(o)<—In(1-~
ln(1+k) i (k) ln(l k:)

Donc

np 1 np 1
Zln<1+) < un§—21n<1—>
k=n k k=n k
np np
> In(k+1)—In(k) < u, <= In(k—1)—In(k)
k=n k=n
In(np+1) —In(n) < wu, < —(n(n—1) —In(np))
ln(np+1) < un<—1n<n_1>
n np

(b) On applique la théoréme d’encadrement.

1 —1
lim In (np+ ) =In(p) et lim —In (n ) =In(p)

n—-+o0o n n——+00

Par encadrement, nLHEoo u, = In(p).

(¢) Pour p =1, on trouve que la suite (u,) converge vers 0.
En effet, pour tout n € [2; +oof, u, = sh( )

1
n
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