
Correction du devoir surveillé n◦3

Partie I : étude et tracé

1. La fonction coth est définie sur {x ∈ R, sh(x) ̸= 0} = R∗. /1
De plus, pour tout x ∈ R∗, coth(−x) = ch(−x)

sh(−x) = − ch(x)
sh(x) = − coth(x) donc coth est impaire.

2. Soit x ∈ R∗, coth(x) = 1 ⇐⇒ ex + e−x = ex − e−x ⇐⇒ e−x = 0︸ ︷︷ ︸
Faux

. Donc S = ∅. /1

3. Par quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur de s’annule pas, coth est dérivable et pour
tout x ∈ R∗, coth′(x) = sh2(x)−ch2(x)

sh2(x) = − 1
sh2(x) = 1 − coth2(x). /1

4-5. On a coth(x) = ch(x)
sh(x) −→

x→0+
+∞ et coth(x) = 1+e−2x

1−e−2x −→
x→+∞

1.

Par imparité, on trouve les autres limites répertoriées dans ce tableau. /3

x −∞ 0 +∞

coth′(x) −
∥∥∥∥ −

coth(x) −1
−∞

∥∥∥∥∥∥+∞∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ 1

y = coth(x)
y = 1

x

y

6. Une primitive de la fonction coth est x 7→ ln(|sh(x)|). /1

Partie II : bijection réciproque sur R∗
+

7. La fonction coth est continue et strictement décroissante sur ]0, +∞[, elle réalise donc une bijection
de ]0, +∞[ sur

]
lim

x→+∞
coth(x), lim

x→0+
coth(x)

[
=]1, +∞[. /1

8. Comme la fonction coth est dérivable et que sa dérivée ne s’annule pas, Argcoth est dérivable sur
]1, +∞[ et ∀x ∈]1, +∞[, Argcoth′(x) = 1

coth′(Argcoth(x)) = 1
1−coth2(Argcoth(x)) = 1

1−x2 . /1
9. Soit x ∈]0, +∞[, y ∈]1, +∞[.

y = coth(x) ⇐⇒ ex+e−x

ex−e−x = y ⇐⇒ (y + 1)e−x = (y − 1)ex ⇐⇒ e2x = y+1
y−1 ⇐⇒ x = 1

2 ln
(

y+1
y−1

)
D’où Argcoth(y) = 1

2 ln
(

y+1
y−1

)
= 1

2 (ln (y + 1) − ln (y − 1)). /1

10. Soit y ∈]1, +∞[. Argcoth′(y) = 1
2

(
1

y+1 − 1
y−1

)
= 1

2
−2

y2−1 = 1
1−y2 . /1

Partie III : une équation différentielle

11. Sur R∗
+, l’équation différentielle peut s’écrire (E) : y′ − ch(x)

sh(x)y = − 1
sh(x) .

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre à coefficients continus.
Résolution de l’équation homogène : (EH) : y′ − ch(x)

sh(x)y = 0. SH(R∗
+) = {x 7→ λsh(x), λ ∈ R}

Recherche d’une solution particulière : Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante
i.e. nous allons chercher une solution particulière de la forme yp : x 7→ λ(x)sh(x) avec λ ∈ C 1(R∗

+,R).
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On a yp ∈ C 1(R∗
+,R) et y′

p : x 7→ λ′(x)sh(x) + λ(x) ch(x).
D’où yp sol. de (E) si et seulement si pour tout x ∈ R∗

+, λ′(x) = − 1
sh2(x) .

On a déjà trouvé une primitive de x 7→ − 1
sh2(x) sur R∗

+ qui est coth. Donc, yp : x 7→ coth(x)sh(x) i.e.
yp = ch est une solution particulière de (E). On aurait pu le remarquer directement.
Conclusion : S(R∗

+) = {x 7→ λsh(x) + ch(x), λ ∈ R}. /2

12. On a sh(x)
x

= sh(x)−sh(0)
x−0 −→

x→0
sh′(0) = ch(0) = 1 et ch(x)−1

x
= ch(x)−ch(0)

x−0 −→
x→0

ch′(0) = sh(0) = 0. /1
13. De la même manière, on trouve, S(R∗

−) = {x 7→ µsh(x) + ch(x), λ ∈ R}. Soit y une fonction de la
variable réelle. La fonction y est solution de (E) si et seulement si y est dérivable et solution sur R∗

+,
sur R−∗, et en 0. D’où y est solution de (E) si et seulement si

∃λ ∈ R, ∀x ∈ R∗
+, y(x) = λsh(x) + ch(x) (1)

∃µ ∈ R, ∀x ∈ R∗
−, y(x) = µsh(x) + ch(x) (2)

y dérivable en 0. (3)
sh(0)y′(0) − ch(0)y(0) = −1 i.e. y(0) = 1 (4)

Plaçons nous dans le cas où (1), (2) et (4) sont vérifiées. Alors, pour tout x ∈ R∗
+,

y(x) − y(0)
x − 0 = λsh(x) + ch(x) − 1

x
= λ

sh(x)
x

+ ch(x) − 1
x

−→
x→0+

λ + 0 = λ

Pour tout x ∈ R∗
−,

y(x) − y(0)
x − 0 = µsh(x) + ch(x) − 1

x
= µ

sh(x)
x

+ ch(x) − 1
x

−→
x→0−

µ + 0 = µ

Par conséquent, y dérivable en 0 si et seulement si λ = µ. /3
Conclusion : y est solution de (E) si et seulement si ∃λ ∈ R, ∀x ∈ R, y(x) = λsh(x) + ch(x).
Autrement dit : S(R) = {x 7→ λsh(x) + ch(x), λ ∈ R}.

Partie IV : une autre équation différentielle

On considère l’équation différentielle (E) : 2x(1 − x)y′ + (1 − x)y = 1.

14. L’équation (E) ne se normalise pas sur R car x 7→ 2x(1 − x) s’annule en 0 et en 1. /1
15. L’équation homogène sur chacun des intervalles I1 =] − ∞, 0[, I2 =]0, 1[, et I3 =]1, +∞[ est de

la forme (EH) : y′ + 1
2x

y = 0. D’où SH = {x 7→ λe− 1
2 ln(|x|)} i.e. SH(I1) = {x 7→ λ√

−x
, λ ∈ R},

SH(I2) = {x 7→ λ√
x
, λ ∈ R} et SH(I3) = {x 7→ λ√

x
, λ ∈ R}. /1

16. Résolution de (E) sur I2.

(a) Soit x ∈]0, 1[. 1
1−x2 = 1

2

(
1

1+x
+ 1

1−x

)
. Donc x 7→ 1

2(ln(1 + x) − ln(1 − x)) i.e. x 7→ 1
2 ln

(
1+x
1−x

)
est

une primitive de x 7→ 1
1−x2 sur I2. /1

(b) Soit x ∈ I2, on pose u(x) =
√

x.
On a u′(x)

1−u(x)2 = 1
2
√

x(1−x) . Une primitive de x 7→ u′(x)
1−u(x)2 est x 7→ 1

2 ln
(

1+u(x)
1−u(x)

)
sur I2. Autrement

dit, une primitive de x 7→ 1
2
√

x(1−x) est x 7→ 1
2 ln

(
1+

√
x

1−
√

x

)
sur I2. /1
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(c) Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante i.e. nous allons chercher une
solution particulière de la forme yp : x 7→ λ(x)√

x
avec λ ∈ C 1(I2,R). On a yp ∈ C 1(I2,R) et

y′
p : x 7→ λ′(x)x− 1

2 − 1
2λ(x)x− 3

2 . D’où yp sol. de (E) si et seulement si pour tout x ∈ I2,
λ′(x)x− 1

2 = 1
2x(1−x) si et seulement si pour tout x ∈ I2, λ′(x) = 1

2
√

x(1−x) .
On a déjà trouvé une primitive de x 7→ 1

2
√

x(1−x) sur I2 qui est x 7→ 1
2 ln

(
1+

√
x

1−
√

x

)
.

Donc, yp : x 7→ 1
2
√

x
ln

(
1+

√
x

1−
√

x

)
est une solution particulière de (E) sur I2. /2

(d) S(I2) = {x 7→ λ√
x

+ 1
2
√

x
ln

(
1+

√
x

1−
√

x

)
, λ ∈ R} /1

17. Résolution de (E) sur I1.

(a) Soit x ∈ I1, on pose v(x) =
√

−x. On a v′(x)
1+v(x)2 = −1

2
√

−x(1−x) .

Par ailleurs, une primitive de x 7→ v′(x)
1+v(x)2 est x 7→ Arctan(v(x)) i.e. x 7→ Arctan(

√
−x). /1

(b) Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante i.e. nous allons chercher une
solution particulière de la forme yp : x 7→ λ(x)√

−x
avec λ ∈ C 1(I1,R). On a yp ∈ C 1(I1,R) et

y′
p : x 7→ λ′(x)(−x)− 1

2 + 1
2λ(x)(−x)− 3

2 . D’où yp sol. de (E) si et seulement si pour tout x ∈ I1,
λ′(x)(−x)− 1

2 = 1
2x(1−x) si et seulement si pour tout x ∈ I1, λ′(x) = −1

2
√

−x(1−x) .
On a déjà trouvé une primitive de x 7→ −1

2
√

−x(1−x) sur I1 qui est x 7→ Arctan(
√

−x). Donc,

yp : x 7→ Arctan(
√

−x)√
−x

est une solution particulière de (E) sur I1. /2

(c) S(I2) = {x 7→ λ+Arctan(
√

−x)√
−x

, λ ∈ R}. /1

18. Résolution de (E) sur I3.

(a) Soit x ∈ I3, on pose w(x) =
√

x.
On a w′(x)

1−w(x)2 = 1
2
√

x(1−x) . Une primitive de x 7→ w′(x)
1−w(x)2 est x 7→ Argcoth(w(x)) sur I3. Autrement

dit, une primitive de x 7→ 1
2
√

x(1−x) est x 7→ Argcoth(
√

x) sur I3. /1
(b) Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante i.e. nous allons chercher une

solution particulière de la forme yp : x 7→ λ(x)√
x

avec λ ∈ C 1(I3,R). On a yp ∈ C 1(I3,R) et
y′

p : x 7→ λ′(x)x− 1
2 − 1

2λ(x)x− 3
2 . D’où yp sol. de (E) si et seulement si pour tout x ∈ I3,

λ′(x)x− 1
2 = 1

2x(1−x) si et seulement si pour tout x ∈ I3, λ′(x) = 1
2
√

x(1−x) .
On a déjà trouvé une primitive de x 7→ 1

2
√

x(1−x) sur I3 qui est x 7→ Argcoth(
√

x).

Donc, yp : x 7→ Argcoth(
√

x)√
x

est une solution particulière de (E) sur I3. /2

(c) S(I3) = {x 7→ λ+Argcoth(
√

x)√
x

, λ ∈ R}. /1

19. Par l’absurde, supposons que (E) admette une solution sur R. En examinant l’équation en 1, on
obtient 0 = 1 qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution sur R. /1

Partie V : Une dernière équation différentielle pour la route

20. L’équation y′′ + 2y = 2 coth3(x) est une EDL d’ordre 2 à coefficients constants dont l’équation
homogène admet pour équation caractéristique r2+2 = 0. Donc l’ensemble des solutions de l’équation
homogène est {x 7→ λ cos(

√
2x)+µ sin(

√
2x), λ, µ ∈ R}. De plus, on remarque que pour tout x ∈ R∗

+,
coth(2)(x) = −2 coth′(x) coth(x) = −2 coth(x) + 2 coth3(x). Donc coth est solution particulière.
Conclusion, l’ensemble des solutions est : {x 7→ λ cos(

√
2x) + µ sin(

√
2x) + coth(x), λ, µ ∈ R} /2
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