Correction du devoir surveillé n°3

Partie I : étude et tracé

4-5.

6.

La fonction coth est définie sur {x € R,sh(z) # 0} = R*. /1
De plus, pour tout x € R*, coth(—z) = Sﬁg:g = —:Egg = — coth(x) donc coth est impaire.
Soit z € R*, coth(z) =1 <= e"+e " =€e"—e ¥ <= e *=0. Donc § = 0. /1
Faux
Par quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur de s’annule pas, coth est dérivable et pour
% / _ sh?(z)—ch?(z) _ 1 _ 2
tout © € R*, coth'(z) = e TaeE — L —coth (). /1
_ ch(z) _ 14e=2®
On a coth(z) = G o Tooet coth(z) = 5= e
Par imparité, on trouve les autres limites répertoriées dans ce tableau. /3
x — 00 0 +OO y = coth(x)
L
coth’(x) — — T
+oo | e
coth(z) [—1 T
—_ .
Une primitive de la fonction coth est x — In(|sh(z)|). /1

Partie II : bijection réciproque sur R’

7. La fonction coth est continue et strictement décroissante sur |0, +o00[, elle réalise donc une bijection
de ]0, 4o0[ sur xggloo coth(z), xli)r(r)l+ coth(x)| =]1, 400]. /1
8. Comme la fonction coth est dérivable et que sa dérivée ne s’annule pas, Argcoth est dérivable sur
1 1 1
J1, +o00[ et Vz €]1, +o0], Argcoth'(m) ~— coth’(Argeoth(z)) — 1—coth?(Argeoth(z))  1—a2 /1
9. Soit x €]0, +o00], y €]1, +o0[.
Tte* —z T 2x 1 1 1
y=coth(z) <= Seo =y = (y+ e " =(y— 1" = " =" = xziln@%)
D’ou Argcoth(y) = 11n (%) =1(n(y+1)—In(y —1)). /1
10. Soit y €]1, +oo[. Argeoth’(y) = % (T}rl — ﬁ) = %y{fl = 1_1y2. /1
Partie III : une équation différentielle
11. Sur R, I'équation différentielle peut s’écrire (E) : y' — ;}iggy = —Sh%m).

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients continus.
Résolution de I’équation homogene : (Ey) : ¢’ — %y =0. Su(R%) = { — Ash(z), A € R}
Recherche d’une solution particuliere : Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante

i.e. nous allons chercher une solution particuliere de la forme y, :  — A(z)sh(z) avec A € €1(R%,R).
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On ay, € €' (R,R) et g, : 2 — X(z)sh(z) + A(z) ch(x).

D’ou y, sol. de (E) si et seulement si pour tout reRL, N(x) = sh21(:p)

On a déja trouvé une primitive de z — — sur R* qui est coth. Donc, ¥, :  — coth(z)sh(z) i.e.

sh? ( )
yp = ch est une solution particuliere de (E). On aurait pu le remarquer directement.
)

Conclusion : S(R%) = {z + Ash(z) + ch(z), A € R}. /2

12. On a &) = S@=sh0) _, g1/(0) = ch(0) = 1 et D=L = R@=ch(0) — c/(0) =sh(0) =0. |

z - z—0 z—0

13. De la méme maniere, on trouve, S(R* ) = {z — push(z) + ch(z), A € R}. Soit y une fonction de la
variable réelle. La fonction y est solution de (£) si et seulement si y est dérivable et solution sur R¥,
sur R_x, et en 0. D’ou y est solution de (F) si et seulement si

N e R,Vz € R, y(x) = Ash(z) +ch(z) (1)
Ju € R, Vo € R, y(z) = psh(z) +ch(z)  (2)
y dérivable en 0. (3)

(4)

sh(0)y/(0) — ch(0)y(0) = —1 i.e. y(0) =1

Placons nous dans le cas ou (1), (2) et (4) sont vérifiées. Alors, pour tout z € R¥,

y@) —y(0) _ Ash(@) +ch(x) =1 _ \sh{z) chl@)-1 -
xz—0 T T T z—0F
Pour tout x € R* |
— (0 h(xz) + ch(x) — 1 h h(xz) — 1
x) ~y(0) _ pshie) +chlx) 1 sh@) ch@)-1 o
x—0 x T T =0~
Par conséquent, y dérivable en 0 si et seulement si A = pu. /3

Conclusion : y est solution de (E) si et seulement si I\ € R,Vz € R, y(z) = Ash(z) + ch(z).
Autrement dit : S(R) = {z — Ash(z) + ch(x), A € R}.

Partie IV : une autre équation différentielle

On considere I'équation différentielle (£) : 22(1 —2)y' + (1 — )y = 1.

14. L’équation (E) ne se normalise pas sur R car x — 2z(1 — x) s’annule en 0 et en 1. /1
15. L’équation homogene sur chacun des intervalles [; =] — 00,0[, Is =]0,1[, et I3 =]1,4o00] est de
la forme (Epg) : y + &y = 0. Dot Sy = {z = e 2"} ie. Sy() =
Su(ly) —{x|—> = A€ R} et Sy(13) = {zv— I,AER}. /1
16. Résolution de (E) sur I5.
(a) Soit z €]0,1[. 15 =1 (m + —) Donc z + $(In(1 4 z) —In(1 — z)) i.e. z — 1n (}f—i) est

une primitive de x

(b) Soit z € I5, on pose u(z) = /.
1+u(z)

u'(z) e 1
On a T—u(@)? = 2\f(1 R Une primitive de z — = W) est x — ln( u(x)> sur I,. Autrement

/1

dit, une primitive de x m est © — %ln ( i) sur Is. /1
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(c) Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante i.e. nous allons chercher une

solution particuliere de la forme y, : = L\/? avec A € €'(I,R). On a y, € €' (I, R) et

Y, + T = N(z)z~ 3 — Az )75, Do yp sol. de (E) si et seulement si pour tout x € Iy,

N(z)z~s = m si et seulement si pour tout = € Iy, N(z) = m

On a déja trouvé une primitive de x +— Wll_m) sur I, qui est z — %ln Gfﬁ)
Donc, y, : @ — ﬁ In Gfﬁ) est une solution particuliere de (F) sur Is. /2
1
(d) () = {z+— 2 + 5= In (122) A e R} /1
17. Résolution de (E) sur I.
(a) Soit x € I, on pose v(z) = y/—x. On a 1;:;((”2)2 = 2\/_7;(11_@,).
Par ailleurs, une primitive de x +— 1i;(é))2 est x — Arctan(v(z)) i.e. x — Arctan(v/—z).| /1

(b) Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante i.e. nous allons chercher une
solution particuliere de la forme y, : © \’\/(%): avec A € €'(I1,R). On a y, € €' (I1,R) et

Y, T N(z)(—z)"2 + %)\(:c)(—a;)’%. D’ou y, sol. de (E) si et seulement si pour tout = € Iy,
-1 1 . . - -1

N(z)(—z) 2 = 3207 Si et seulement si pour tout x € Iy, N(z) = e

On a déja trouvé une primitive de = W__il sur I; qui est  — Arctan(v/—x). Donc,

z(1—2x)
Yp T > Arcta%(x‘/jm) est une solution particuliere de (E) sur I;. /2
Arctan(y/—z
(c) 3(]2):{$'—>H%F7AER}- /1

18. Résolution de (E) sur Is.

(a) Soit z € I3, on pose w(x) = /.

Ona 5 w;((:’;))Q = 2f(11 —- Une primitive de z — 5 (( ))2 est ¢ — Argcoth(w(z)) sur 3. Autrement

dit, une primitive de x — 3 f(

est T — Argcoth(\/E) sur I3. /1

1-z)

(b) Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante i.e. nous allons chercher une

solution particuliére de la forme y, : z — L\/? avec A € €'(I3,R). On a y, € €' (I3,R) et

y, + T = Nz )x 7 — SA(z )z~2. D'olt g, sol. de (E) si et seulement si pour tout z € Iy,

N(z)z™z = m si et seulement si pour tout z € I3, N(z) = Wll—x)

On a déja trouvé une primitive de x +— Wll—m) sur I3 qui est z — Argcoth(y/x).

Donc, y, : © — Arg%};(‘/@ est une solution particuliere de (F) sur I3. /2
() S(I5) = {w > ARG ) € R} n

19. Par 'absurde, supposons que (F) admette une solution sur R. En examinant I’équation en 1, on

obtient 0 = 1 qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution sur R. /1

Partie V : Une derniere équation différentielle pour la route

20. L’équation y” + 2y = 200th3(9€) est une EDL d’ordre 2 a coefficients constants dont 1’équation
homogene admet pour équation caractéristique 7242 = 0. Donc ’ensemble des solutions de 1’équation
homogene est {x — A cos(v/2z) + psin(v/2z), A, 4 € R}. De plus, on remarque que pour tout x € RY,,
coth®(x) = —2 coth’(x) coth(z) = —2 coth(z) + 2 coth®(x). Donc coth est solution particuliére.

Conclusion, I’ensemble des solutions est : {2 — X cos(v/2x) + psin(v/2x) + coth(z), A, p € R} /2
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